Phương pháp tính – GS Tạ Văn Đỉnh


CHƯƠNG III. TÍNH GẦN ĐÚNG NGHIỆM CỦA MỘT HỆ ĐẠI SỐ TUYẾN TÍNH
§3.1. MỞ ĐẦU
1.
Dạng tổng quát của một hệ đại số tuyến tính

Một hệ đại số tuyến tính có thể có m phương trình n ẩn. Ở đây ta chỉ xét những hệ có n phương trình n ẩn:
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(3.1)
trong đó: 
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 là hệ số của ẩn 
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 ở phương trình thứ i, 
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 là vế phải của phương trình thứ i. Giả sử đã biết 
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 và 
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 ta phải tìm các ẩn 
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Ma trận
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(3.2)
gọi là ma trận hệ số của hệ (3.1). Các véctơ:
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(3.3)
được gọi là véctơ vế phải và véctơ ẩn của hệ. Sau này để tiết kiệm giấy, thay cho cách viết trên ta có thể viết.
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Biết rằng tích của ma trận A với véctơ x, viết là Ax, là một véctơ có toạ độ thứ i là
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Đó chính là vế trái của phương trình thứ i của hệ (3.1).


Vậy hệ (3.1), có thể viết ở dạng véctơ hay dạng ma trận như sau:

Ax = f

















(3.4)

2.
Sự tồn tại và duy nhất nghiệm của hệ

Gọi định thức của ma trận A là định thức của hệ, viết là 
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 ta nói ma trận A suy biến và hệ (3.1), tức là (3.4) là hệ suy biến.

Gọi 
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là định thức suy ra từ 
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 bằng cách thay cột thứ i bởi cột vế phải. Ta có định lí sau:


Định lí 3.1. (Crame) Nếu 
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 tức là nếu hệ không suy biến thì hệ (3.1) có nghiệm duy nhất cho bởi công thức
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(3.5)
3.
Chú thích

Kết quả này rất gọn và rất đẹp về mặt lí thuyết nhưng tính bằng công thức (3.5) rất đắt nghĩa là mất rất nhiều công, số các phép tính sơ cấp 
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Với n = 15 ta có 
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. Đây là một số rất lớn. Sau đây ta trình bày một phương pháp khác tiết kiệm được công tính rất nhiều. Đó là phương pháp Gaoxơ.

§3.2. PHƯƠNG PHÁP GAOXƠ (GAUSS)
1.
Phương pháp Gaoxơ

Phương pháp Gaoxơ dùng cách khử dần các ẩn để đưa hệ đã cho về một hệ có dạng tam giác trên rồi giải hệ tam giác này từ dưới lên trên, không phải tính một định thức nào.

Lấy một thí dụ đơn giản: xét hệ
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Khử x1 khỏi phương trình thứ hai ta được
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Hệ này có dạng tam giác. Giải nó từ dưới lên ta được
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Từ thấy rằng cách giải bài toán cũng khá đơn giản. Nhưng nếu hệ có nhiều phương trình nhiều ẩn thì vấn đề trở nên phức tạp hơn nhiều.


Để trình bày phương pháp Gaoxơ cho dễ hiểu ta chỉ xét hệ gồm 3 phương trình 3 ẩn để suy ra công thức tính, các công thức này suy rộng cho trường hợp n phương trình n ẩn.


Xét hệ:
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Hệ tam giác mà ta mong muốn có dạng:
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(3.7)

Các số hạng ở vế phải ta viết là 
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 và 
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 là cốt để viết các công thức sau này tiện lợi.

Quá trình khử để giải hệ (3.6) về dạng (3.7) gọi là quá trình xuôi; quá trình giải hệ (3.7) gọi là quá trình ngược.

2.
Quá trình xuôi

Bước 1: Khử x1. Giả sử a11 ở (3.6a) khác 0 ta gọi nó là trụ thứ nhất và chia phương trình (3.6a) cho a11, ta được.
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(3.9)


Từ (3.8) để khử x1 khỏi các phương trình (3.6b) và (3.6c). Để khử x1 khỏi (3.6b), ta nhân (3.8) với a21 (hệ số của x1 ở (3.6b):
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Rồi lấy phương trình (3.6b) trừ phương trình này ta được:
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(3.11)


Để khử x1 khỏi (3.6c) ta cũng làm tương tự:


Nhân (3.8) với 
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 (hệ số của 
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Rồi lấy (3.6c) trừ phương trình này:
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(3.12)
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(3.13)


Đây là hai phương trình (3.10) và (3.12) không chứa x1 nữa.

[image: image41.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

111

22223324

111

32233334

axaxa

axaxa

+=

+=



Chúng tạo thành một hệ gồm hai phương trình hai ẩn x2 và x3, tức là có số ẩn ít đi một so với số ẩn của hệ ban đầu. Ta lặp lại việc vừa làm trên để khử x2 khỏi (3.12).

Bước 2: Khử x2. Giả sử 
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 ở (3.10) khác 0, ta gọi nó là trụ thứ hai và chia (3.10) cho 
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(3.14)
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(3.15)


Nhân (3.14) với 
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 ở (3.12) (hệ số của x2 ở (3.12))
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Lấy (3.12) trừ phương trình này:
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(3.17)


Phương trình (3.16) không có x2 nữa.


Bước 3: (bước cuối cùng đối với hệ 3 ẩn)


Giả sử 
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ở (3.16) khác 0. Ta chia (3.16) cho 
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(3.18)
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(3.19)

Bây giờ ta ghép các phương trình (3.8), (3.14) và (3.18) lại ta sẽ được hệ tam giác dạng (3.7);
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3.
Quá trình ngược

Giải hệ tam giác.

Từ (3.20c) ta có x3, thay x3 ấy vào (3.20b) ta có x2, rồi thay x3, x2 vào (3.20a) ta có x1:
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(3.21)

Vậy là hệ (3.6) đã giải xong mà không phải tính một tính thức nào.

4.
Thí dụ

Xét hệ
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(3.22a)
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(3.22b)
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a)
Quá trình xuôi

Bước 1: Khử x1. Chia (3.22a) cho a11 = 2 (hệ số khac 0 của x1 ở (3.20a)):
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(3.23)


Nhân (3.23) với 3 (hệ số của x1 ở (3.22b)) rồi trừ khỏi (3.22b).
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Nhân (3.23) với 4 (hệ số của x1 ở (3.22c)) rồi trừ khỏi (3.22c)
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(3.25)


Ta được hệ 2 phương trình 2 ẩn x2, x3: (3.24), (3.25).


Bước 2: Khử x2 khỏi (3.25). Chia (3.24) cho -5 (hệ số khác 0 của x2 ở (3.24)):
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Nhân (3.26) với 3 (hệ số của x2 ở (3.25)) rồi trừ khỏi (3.25):
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(3.27)

Bước 3 (bước cuối cùng của quá trình xuôi):

Chia (3.27) cho (-2,9) (hệ số khác 0 của x3 ở đó):

x3 = 2
















(3.28)


Ghép các phương trình (3.23), (3.26), (3.28) lại:
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Vậy xong quá trình xuôi.

b)
Quá trình ngược

Giải hệ tam giác (3.23), (3.26), (3.28) từ dưới:
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Vậy nghiệm của hệ là
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Quá trình tính toán ở trên có thể ghi tóm tắt vào bảng 3.1

	
	
	
	
	Bảng 3.1

	Hệ số của x1
	Hệ số của x2
	Hệ số của x3
	Vế phải
	Phương trình

	2
	4
	3
	4
	(3.22a)

	3
	1
	-2
	-2
	(3.22b)

	4
	11
	7
	7
	(3.22c)

	1
	2
	1,5
	2
	(3.23)

	
	-5
	-6,5
	-8
	(3.24)

	
	3
	1
	1
	(3.25)

	
	
	1,3
	1,6
	(3.26)

	
	
	2,9
	-5,8
	(3.27)

	
	
	1
	2
	(3.28)

	
	1
	
	-1
	

	1
	
	
	1
	


5.
Chọn trụ tối ưu

Trong quá trình xuôi của phương pháp Gaoxơ ta đã phải giả thiết 
[image: image67.wmf](
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. Nếu một trong các hệ số đó bằng 0 thì quá trình tính không tiếp tục được. Lúc đó ta phải thay đổi cách tính. Giả sử khi khử x1 ta gặp 
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thì ta nhìn các hệ số 
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 của 
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ở các phương trình ở dưới, nếu có cái nào khác  0 ta có thể lấy nó thay cho vai trò của 
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 bằng cách hoán vị hai phương trình. Nếu cả ba hệ số 
[image: image72.wmf]112131

a,a,a

  

đều bằng 0 thì hệ đã cho suy biến. Ta chú ý thêm rằng khi chia cho một số thì sai số tính toán càng bé khi số chia có trị tuyệt đối càng lớn. Vì vậy để hạn chế để hạn chế sai số tính toán ta  chọn trong các số 
[image: image73.wmf]112131

a,a,a

  

số có trị tuyệt đối lớn nhất làm trụ thứ nhất gọi là trụ tối đại thứ nhất để khử x1. Khi khử x2 và x3 ta cũng làm tương tự. Sau đây ta tính theo cách làm đó trên thí dụ đã xét ở trên (xem bảng 3.2).
	
	
	
	Bảng 3.2

	Hệ số của x1
	Hệ số của x2
	Hệ số của x3
	Vế phải

	2
	4
	3
	4

	3
	1
	-2
	-2

	4
	11
	7
	7

	4
	11
	7
	7

	3
	1
	-2
	-2

	2
	4
	3
	4

	1
	2,75
	1,75
	1,75

	
	-7,25
	-7,25
	-7,25

	
	-1,5
	-0,5
	0,5


	
	1
	1
	1

	
	
	1
	2

	
	1
	
	-1

	1
	
	
	1



Chú ý là khi khử x1 vì 4 = max{|2|, |3|, |4|} nên ta đã hoán vị dòng thứ nhất với dòng thứ ba ở bảng trên trước khi làm các động tác khử x1.
6.
Chú ý

Cách nhớ các công thức tính 
[image: image74.wmf](
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 các công thức đó cho:
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Một cách tương tự, các công thức (3.13) và (3.9) cho:
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Hai công thức này có thể viết chung thành một:
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Vị trí của các phần tử ở vế trái sắp xếp thành một hình chữ nhật:
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Hình chữ nhật này có đỉnh trên bên trái là 
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 (trụ thứ nhất) đỉnh dưới bên phải là 
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 (đó là phần tử cần biến đổi thành 
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Sau khi đã xác định được hình chữ nhật trên thì công thức tính 
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 đã viết ở trên phát biểu thành lời như sau:
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 (mới) bằng 
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(cũ), trừ tích của 
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(cũ) nhân với 
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(cũ) chia cho 
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(cũ); hay là phần tử (mới) nằm ở góc dưới bên phải bằng phần tử (cũ) nằm ở góc dưới bên phải trừ tích của phần tử (cũ) nằm ở góc dưới bên trái nhân với phần tử (cũ) nằm ở góc trên bên phải chia cho phần tử (cũ) nằm ở góc trên bên trái (tức là phần tử trụ cũ).

Quy tắc này gọi là quy tắc hình chữ nhật. Nó giúp ta dễ nhớ cách tính 
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Quy tắc hình chữ nhật có thể giúp ta dễ nhớ cách tính 
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7.
Khối lượng tính và công thức tính đối với một hệ n ẩn

Phương pháp Gaoxơ có thể áp dụng cho một hệ đại số tuyến tính gồm n phương trình n ẩn.

Số các phép tính 
[image: image98.wmf],,,:
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 phải làm để giải một hệ n phương trình n ẩn là
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với n =  15 thì 
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. Số này ít hơn rất nhiều so với 
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 (xem mục 3 §3.1).


Các công thức tính cho một hệ n phương trình n ẩn phức tạp, ta chỉ nhắc lại rằng chúng vẫn có dạng (3.8), (3.10), (3.12) v.v... nhưng giá trị cuối cùng của j ở (3.9), (3.11), (3.13) v.v...

8.
Sơ đồ tóm tắt phương pháp Gaoxơ

Xét hệ n phương trình n ẩn
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Khi áp dụng thường người ta sử dụng phương pháp Gaoxơ có chọn trụ tối đại. Cho nên sau đây sẽ trình bày sơ đồ tóm tắt phương pháp Gaoxơ có chọn trụ tối đại.

Quá trình xuôi:


Với k lần lượt là 1, 2, ..., n – 1 

tìm r để
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Nếu 
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, j = k,..., n, 
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Tính 


[image: image110.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

k1k1k1k1

kk1ikkjkk1ikkj

ijijii

k1k1

kkkk

aaaa

aab;ik1,k2,...,n;jk1,k2,...,n

aa

;  b 

----

--

--

=-=-=++=++



Sau quá trình xuôi ta được hệ tam giác trên
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mà ta viết lại gọn hơn bằng cách bỏ các chỉ số trên thành:
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với 
[image: image113.wmf](

)

(

)

n1n1

ijijii

la,cb

 

--

==



Do đó ta có

Quá trình ngược:


Nếu 
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 thì dừng quá trình tính và thông báo: hệ suy biến.

Nếu 
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9.
Chú thích

Phương pháp Gaoxơ cũng cho phép tính định thức, chẳng hạn, với định thức cấp 3, ta có theo mục 2 §3.2:
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cụ thể, theo thí dụ ở 4 §3.2
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Phương pháp Gaoxơ cũng cho phép tính ma trận nghịch đảo, nhưng chúng ta không trình bày ở đây.

§3.3. PHƯƠNG PHÁP LẶP ĐƠN
1.
Mô tả phương pháp

Phương pháp Gaoxơ thuộc loại phương pháp đúng, tức là nếu các phép tính sơ cấp làm đúng hoàn toàn thì cuối cùng ta được nghiệm đúng của hệ. Người ta còn nói nó thuộc loại phương pháp trực tiếp. Ngoài ra còn một phương pháp khác gọi là phương pháp lặp. Ở đây ta chỉ nói sơ về phương pháp lặp đơn.

Xét hệ (3.1) đã viết ở dạng véctơ (xem công thức 3.4):
Ax = f
















(3.29)


Ta chuyển hệ này về một hệ tương đương có dạng
x = Bx + g















(3.30)

trong đó ma trận B và véctơ g suy ra từ A và f cách nào đó, giả sử:
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Sau đó ta xây dựng công thức tính lặp
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(3.31)
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Ta chú ý rằng:
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(3.33)


Phương pháp tính 
[image: image123.wmf](
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 theo (3.31), (3.32) gọi là phương pháp lặp đơn. Ma trận B gọi là ma trận lặp.

2.
Sự hội tụ

Định nghĩa 3.1. Giả sử 
[image: image124.wmf](
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 là nghiệm của hệ (3.30) (tức là của hệ (3.29)).Nếu 
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, i = 1, 2,..., n thì ta nói phương pháp lặp (3.31), (3.32) hội tụ.

Định nghĩa 3.2. Cho véctơ
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thì mỗi đại lượng sau
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gọi là một độ dài mở rộng của véctơ Z, người ta còn gọi nó là chuẩn của Z.


Chúng có tính chất như độ dài thông thường của một véctơ, hay trị tuyệt đối của một số thực:

Với p = 0 hay 1 hay 2 ta đều có

1)
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Hệ quả. Phương pháp lặp (3.31), (3.32) hội tụ khi và chỉ khi:
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(3.34)

Đối với ma trận vuông 
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Chuẩn 
[image: image135.wmf]p
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, thoả mãn ba tính chất giống ba tính chất của chuẩn của véctơ:

1)
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3)
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, C là ma trận cùng cấp với B.

Ngoài ra còn có tính chất thứ tư:

4)
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Định lí 3.2. Nếu 
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(3.35)
thì phương pháp lặp (3.31), (3.32) hội tụ với bất kì xấp xỉ đầu 
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(3.36)
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(3.37)

trong đó:

p = 0 nếu 
[image: image144.wmf]0
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p = 1 nếu 
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Chứng minh: Vì 
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 là nghiệm của hệ (3.29) tức là hệ (3.30) nên:
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Lấy (3.31) trừ đẳng thức này vế với vế ta được:
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Do đó:
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Vậy có:
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(3.38)

Tương tự:
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Nhân các bất đẳng thức này vế với vế và giản ước các thành phần giống nhau ở hai bên ta được:
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Cho 
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Đó chính là (3.34). Vậy phương pháp lặp (3.31) và (3.32) hội tụ.


Bây giờ xét các đánh giá sai số. Ta có:
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Ta suy ra:
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Do đó bất đẳng thức (3.38) cho:
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Vậy có:
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Vì theo giả thiết của định lí 
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Ta suy ra:
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Đó là đánh giá (3.36)


Bây giờ từ (3.31) ta có
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Trừ hai đẳng thức này vế với vế ta được:
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Do đó:
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Vậy:
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Ta suy dần ra:
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Thay vào vế trái của (3.36) ta được (3.37).

3.
Thí dụ

Xét hệ
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Giải. Hệ  này có dạng (3.29). Ta phải đưa nó về dạng (3.30) sao cho điều kiện hội tụ (3.35) được thoả mãn. Từ ba phương trình của hệ, bằng cách giải phương trình thứ nhất đối với x1, phương trình thứ hai đối với x2, phương trình thứ ba đối với x3:
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Vậy có x = Bx + g


Với
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Để kiểm tra điều kiện (3.35) ta tính:
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Do đó 
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Vậy theo định lí 3.2 phương pháp lặp đơn
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hội tụ với mọi 
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Để đánh giá sai số ta tính:
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Áp dụng công thức (3.36) với p = 0 ta thu được:
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Vậy có
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4.
Sơ đồ tóm tắt phương pháp lặp đơn

1)
Cho hệ phương trình tuyến tính Ax = b

2)
Ấn định sai số cho phép 
[image: image185.wmf],0

 

ee>



3)
Đưa hệ Ax = b về hệ tương đương x = Bx + g Sao cho điều kiện (3.35) thoả mãn.


4)
Chọn 
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Tính 
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Cho tới khi 
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Kết quả: 
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§3.4. PHỤ LỤC 2

VỀ MỘT HỆ ĐẠI SỐ TUYẾN TÍNH KHÔNG ỔN ĐỊNH

Bây giờ ta nêu một hiện tượng đặc biệt đáng chú ý khi giải gần đúng một hệ phương trình đại số tuyến tính.

Xét hai hệ cụ thể:
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Nghiệm của hệ (3.39) là
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Nghiệm của hệ (3.40) là
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Ta thấy rằng hai hệ (3.39) và (3.40) chỉ khác nhau ở hệ số 3,9 và 4,1 với |4,1 – 3,9| = 0,2, nhưng nghiệm của chúng khác nhau khá xa:
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Hiện tượng “sai một li đi một dặm” này là một hiện tượng không ổn định trong tính toán. Người làm tính cần biết để đề phòng.

BÀI TẬP
1.
Dùng phương pháp Gaoxơ giải hệ
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tính tới ba chữ số lẻ thập phân.

2.
Dùng phương pháp Gaoxơ giải các hệ
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Các phép tính lấy đến 5 chữ số lẻ thập phân.

3.
Giải hệ sau đây bằng phương pháp lặp đơn, tính lặp ba lần và cho biết sai số:
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4.
Giải hệ
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bằng phương pháp lặp đơn cho tới khi 
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 và đánh giá sai số.
Trả lời
1.
x1 = 1,642;
x2 = -2,789;
x3 = 12,672
2.
a)
x1 = 0,5;
x2 = 1,3;
x3 = 2,5


b)
x1 = 0,36540;
x2 = 0,53053;
x3 =-0,40649

3.
x1 = 0,980;

x2 = 1,004;

x3 =1,563



với sai số tuyệt đối nhỏ hơn 
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 nếu chọn xấp xỉ đầu 
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4.
x1 = 0,9444;

x2 = 1,1743;

x3 =1,1775




với sai số theo chuẩn 
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 bé hơn 
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